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                                     1.   Введение.
  В наши дни каждый, кто занимался математикой как профессионал или как любитель, слышал о диофантовых уравнениях и даже о диофантовом анализе. За последние 15–20 лет эта область сделалась «модной» благодаря своей близости к алгебраической геометрии — властительнице дум современных математиков. Между тем, о том, кто дал имя неопределённому анализу, о самом Диофанте, одном из наиболее интересных учёных античности, почти ничего не написано. О его работах даже историки науки имеют самое превратное представление. Большинство из них считает, что Диофант занимался решением отдельных задач, равносильных неопределённым уравнениям, применяя для этого хитроумные, но частные методы.

 Между тем простой разбор задач Диофанта показывает, что он не только поставил задачу решения неопределённых уравнений в рациональных числах, но и дал некоторые общие методы их решения.

 В своих исследованиях мы будем анализировать решение конкретных задач, чтобы понять применённые там общие методы.

В нашей работе мы хотим осветить определённый вид математических уравнений, называемых диофантовыми, что и является целью данной работы. Нами были поставлены следующие задачи:

· найти особенности диофантовых уравнений;

· научиться решать данный тип математических задач;

Актуальность исследования заключается в том, что подход Диофанта к решению данных уравнений особенно интересен. Данный способ решения уравнений довольно прост, несмотря на то, что уравнение может состоять из двух, трёх и более переменных. 

Структура работы. Работа состоит из введения, четырех глав, заключения и библиографии.

                                           2. Что такое уравнения?

Уравнением называется математическое соотношение, выражающее равенство двух алгебраических выражений. Если равенство справедливо для любых допустимых значений входящих в него неизвестных, то оно называется тождеством; например, соотношение вида (x — 1)2 = (x — 1)(x — 1) выполняется при всех значениях переменной x. Для обозначения тождества часто вместо обычного знака равенства = пишут знак є, который читается "тождественно равно". Тождества используются в алгебре при записи разложения многочленов на множители (как в приведенном выше примере). Встречаются они и в тригонометрии в таких соотношениях, как sin2x + cos2x = 1, а в общем случае выражают формальное отношение между двумя на первый взгляд различными математическими выражениями.

Если уравнение, содержащее переменную x, выполняется только при определенных, а не при всех значениях x, как в случае тождества, то может оказаться полезным определить те значения x, при которых это уравнение справедливо. Такие значения x называются корнями или решениями уравнения. Например, число 5 является корнем уравнения 2x + 7= 17.

Уравнения служат мощным средством решения практических задач. Точный язык математики позволяет просто выразить факты и соотношения, которые, будучи изложенными обычным языком, могут показаться запутанными и сложными. Неизвестные величины, обозначаемые в задаче символами, например x, можно найти, сформулировав задачу на математическом языке в виде уравнений. Методы решения уравнений составляют в основном предмет того раздела математики, который называется теорией уравнений.

Диофантовы уравнения. Диофантовым уравнением называется алгебраическое уравнение с двумя или более неизвестными с целыми коэффициентами, решение которого ищется в целых или рациональных числах. Например, уравнение 3x — 5y = 1 имеет решение x = 7, y = 4; вообще же его решениями служат целые числа вида x = 7 + 5n, y = 4 + 3n.
                                    2.  Диофант Александрийский.
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           Диофант представляет одну из наиболее трудных загадок в истории науки. Нам не известны ни время, когда он жил, ни предшественники его, которые работали бы в той же области. Промежуток времени, когда мог жить Диофант, составляет полтысячелетия! Однако учёные предполагают, что этот период – середина III века нашей эры. 

    Сама же «Арифметика» Диофанта посвящена известному человеку того времени, Дионисию, который интересовался арифметикой и её преподаванием. Дионисий с 231 года руководил христианской гимназией города.

   Зато место жительства Диофанта хорошо известно — это знаменитая Александрия, центр научной мысли эллинистического мира. 

Прах Диофанта гробница покоит; дивись ей — и камень

Мудрым искусством его скажет усопшего век.

Волей богов шестую часть жизни он прожил ребёнком

И половину шестой встретил с пушком на щеках.

Только минула седьмая, с подругою он обручился.

С нею пять лет проведя сына дождался мудрец;

Только полжизни отцовской возлюбленный сын его прожил.

Отнят он был у отца ранней могилой своей.

Дважды два года родитель оплакивал тяжкое горе,

Тут и увидел предел жизни печальной своей
Отсюда нетрудно подсчитать, что Диофант прожил 84 года. Однако для этого вовсе не нужно владеть искусством Диофанта! Достаточно уметь решать уравнение 1-й степени с одним неизвестным, а это умели делать египетские писцы ещё за 2 тысячи лет до н. э.
Считаю должным, заметить, что Диофант был весьма интересным человеком, всегда добивался своих поставленных целей и достигал прекрасных результатов, можно даже привести в пример то что на его началах дальше продвигались и другие выдающиеся математики, такие как, например П.Ферма, Л.Эйлер и К.Гаусс. А также многие другие, ведь его многие сочинения были отправной точкой начинающих математиков! 

Но наиболее загадочным представляется творчество Диофанта. До нас дошло шесть книг из 13, которые были объединены в «Арифметику». Стиль и содержание этих книг резко отличаются от классических античных сочинений по теории чисел и алгебре, образцы которых мы знаем по «Началам» Евклида, его «Данным», леммам из сочинений Архимеда и Аполлония. «Арифметика», несомненно, явилась результатом многочисленных исследований, которые остались нам совершенно не известны. Мы можем только гадать о её корнях и изумляться богатству и красоте её методов и результатов. 

«Арифметика» Диофанта — это сборник задач (их всего 189), каждая из которых снабжена решением (или несколькими способами решения) и необходимыми пояснениями. Поэтому с первого взгляда кажется, что она не является теоретическим произведением. Однако при внимательном чтении видно, что задачи тщательно подобраны и служат для иллюстрации вполне определённых, строго продуманных методов. Как это было принято в древности, методы не формулируются в общем виде, а повторяются для решения однотипных задач.
Многие вещи и многие догадки Диофанта до сих пор остаются неразгаданными тайнами, и знал лишь только Диофант Александрийский - древнегреческий математик и прекрасный человек!
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И это лишь часть тех книг, которые выпущены по его сочинениям и исследованиям, самая многоиздаваемая из его сочинений, это диофантовы уравнения.
                                                 3 . Диофантовы уравнения.

Диофантовы уравнения (по имени древнегреческого математика Диофанта), алгебраические уравнения или системы алгебраических уравнений с целыми коэффициентами, имеющие число неизвестных, превосходящее число уравнений, и у которых разыскиваются целые или рациональные решения. Понятие о диофантовых уравнениях  в современной математике расширено: это уравнения, у которых разыскиваются решения в алгебраических числах. Д. у. называются также неопределёнными. Простейшее диофантовое уравнение ax + by = 1, где а и b — целые взаимно простые числа, имеет бесконечно много решений: если x0 и у0 — одно решение, то числа х = x0 + bn, у = y0-an (n — любое целое число) тоже будут решениями. Так, все целые решения уравнения 2x + 3у = 1 получаются по формулам х = 2 + 3n, у = - 1 — 2n (здесь x0 = 2,       у0 = - 1). 
 Другим примером диофантовых уравнений является x2 + у2 = z2.  Целые положительные решения этого уравнения представляют длины катетов х, у и гипотенузы z прямоугольных треугольников с целочисленными длинами сторон и называются пифагоровыми числами. Все тройки взаимно простых пифагоровых чисел можно получить по формулам х = m2 - n2, у = 2mn, z = m2 + n2, где m и n — целые числа (m> n > 0). 

Диофант в сочинении "Арифметика" занимался разысканием рациональных (не обязательно целых) решений специальных видов диофантовых уравнений. Общая теория решения Д. у. первой степени была создана в 17 в. французским математиком К. Г. Баше; к началу 19 в. трудами          П. Ферма, Дж. Валлиса, Л. Эйлера, Ж. Лагранжа и К. Гаусса в основном было исследовано диофантовое уравнение вида

ах2 + bxy + су2 + dx + еу + f = 0,
где а, b, с, d, е, f — целые числа, т. е. общее неоднородное уравнение второй степени с двумя неизвестными. Ферма утверждал, например, что  x2 — dy2 = 1 (Пелля уравнение), где d — целое положительное число, не являющееся квадратом, имеет бесконечно много решений. Валлис и Эйлер дали способы решения этого уравнения, а Лагранж доказал бесконечность числа решений. С помощью непрерывных дробей Лагранж исследовал общее неоднородное диофантовое уравнение второй степени с двумя неизвестными. Гаусс построил общую теорию квадратичных форм, являющуюся основой решения некоторых типов диофантовых уравнений. В исследованиях диофантовых уравнений степени выше второй с двумя неизвестными были достигнуты серьёзные успехи лишь в 20 в. А. Туз установил, что диофантовое уравнение
a0 xn + a1xn-1y +... + anyn = с
(где n ³ 3, a0, а1,..., an, с — целые и многочлен a0tn + a1, tn-1 +...+ an неприводим в поле рациональных чисел) не может иметь бесконечного числа целых решений. Английским математиком А. Бейкером получены эффективные теоремы о границах решений некоторых таких уравнений. Б. Н. Делоне создал другой метод исследования, охватывающий более узкий класс диофантовых уравнений, но позволяющий определять границы числа решений. В частности, его методом полностью решается диофантовое уравнение вида   ax3 + y3 =1.
4. Примеры задач.
                                                                     Покупка галстука.
Условие: Вы должны уплатить за купленный в 

магазине галстук 19 руб. У вас одни лишь трехрублевки, у кассира – только пятирублевки. Можете ли вы при наличии таких денег расплатиться с кассиром и как именно?
Решение: кол-во трехрублевок обозначим за – х, а кол-во пятирублевок за - у, и получим уравнение

3x – 5y = 19 
Х и У – числа целые и положительные.

3х = 19 + 5х,

х = (19+5х)/3=6 + у + (1+2у)/3.

Обозначим выражение (1+2у)/3, буквой t
х=6 + у + t,

Где t = (1+2у)/3

3t=1+2у ,      2у=3t-1 => y=(3t-1)/2=t + (t-1)/2
Так как у и t – числа целые, то и (t-1)/2 должно быть некоторым целым числом  t1. следовательно,
у = t + t1

t1 = (t - 1)/2
2t1=t - 1 и  t= 2t1 +1 

Значение t= 2t1 +1 подставляем в предыдущие равенства:

у = t + t1 = (2t1 +1) + t1 = 3t1 + 1,

х = 6 + у + t = 6 + (3t1 + 1) + (2t1 +1) = 8 + 5t1.

И так, для х и у мы нашли выражения:

х = 8 + 5t1,

у = 1 + 3t1.

Числа х и у, мы знаем, - не только целые, но и положительные, т.е. больше чем 0. Следовательно,
8 + 5t1>0

1 + 3t1 >0

Из этих неравенств находим:

5t1>-8  и  t1>-8/5

3t1>-1  и  t1>-1/3

Этим величина t1 ограничивается; она больше чем -1/3 (значит, подавно больше чем -8/5). Но так как t1 – число целое, то заключаем, что для него возможны лишь следующие значения:
t1 = 0, 1, 2, 3, 4 …

Соответствующие значения для х и у таковы:

х = 8 + 5t1 = 8, 13, 18, 23, 23, …

у = 1 + 3t1 = 1, 4, 7, 10, …

Теперь мы установили, как может быть произведена уплата: вы либо платите 8 трехрублевок, получая одну пятирублевку сдачи:

8 * 3 – 5 = 19

Либо платите 13 трехрублевок, получая сдачи 4 пятирублевками:

13 * 3 – 4 * 5 = 19

В принципе, вариантов решений тут, бесчисленно, но надо учитывать, что количество денежных средств и у продавца и покупателя ограничено, отсюда следует, что самый удобный вариант из всех предложенных, это дать продавцу 8 трехрублевок и получить сдачу, одну пятирублевку.
Задача решена. 

                                                     6. Заключение.

       «Первое условие, которое надлежит выполнять в математике, - это быть точным,

второе – быть ясным и, насколько можно, простым» - говорил великий математик Л. Карно.
В ходе данной работы нами были исследованы диофантовы уравнения. Мы  нашли особенности диофантовых уравнений, научились решать данный тип математических задач. Простой разбор задач Диофанта показывает, что он не только поставил задачу решения неопределённых уравнений в рациональных числах, но и дал некоторые общие методы их решения.
 В ходе данной работы мы проанализировали решение задачи, что позволило понять применённые там общие методы решения диофантовых уравнений.
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